1.2 Inele si corpuri
1.2.1 Inele
a) Notiuni teoretice si exemple

1) Definitia inelului

Definitie. O multime nevida A luatd Impreuna cu doua legi de
compozitie una notata aditiv ,,+" si alta notatd multiplicativ ,," "
se numeste inel daca:

a) (A, +) este grup abelian;

b) (A,) este monoid;

c) inmultirea este distributiva fatd de adunare, adica:

x(y+z)=xy+xz,(y+2)x =yx+zx (V)x,y,z € A.

Daca in plus legea de compozitie notatd multiplicativ este
comutativa, atunci inelul se numeste comutativ.

Exemple. a) (Z, +, -), adicdi multimea numerelor intregi
impreuna cu adunarea si inmultirea determind o structurd de inel.
Elementul neutru fatd de adunare este 0, elementul neutru fatd de

inmultire este 1, orice x € Z are ca opus pe - x.

b) (R, +, -), adicd multimea numerelor reale impreuna cu adunarea
si inmultirea determind o structurd de inel. Elementul neutru fatd de
adunare este 0, elementul neutru fata de inmultire este 1, orice x € R

are ca opus pe - x.
c) (M,(R),+,),n = 2, adicd multimea matricelor de n linii si n
coloane cu coeficienti in R determind Tmpreund cu adunarea si
inmultirea un inel necomutativ, avand elementul neutru fatd de
adunare matricea 0,, si elementul neutru fatd de inmultire matricea
unitate I,.

d) (Z,, +, ), adica multimea claselor de resturi modulo n, impreuna
cu adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n determina o
structura de inel. Elementul neutru fatd de adunare este 0, elementul
neutru fatd de inmultire este 1.

Definitie. Fie (A, +,") un inel si a € A,a # 0. Spunem ca a este
divizor al lui 0 la stanga (respectiv la dreapta) daca existd b € A, b #
# 0, astfel incat ab = 0 (respectiv ba = 0).

Un element a € A, care este atat divizor la stanga cat si la dreapta
al lui 0 se numeste divizor al lui 0.



Exemple. Inelul (Zg, +,7) are divizori ai lui O deoarece 2 # 0
3£05i2-3=0,

Definitie. Spunem ca inelul (A, +,") este fara divizori ai lui 0 daca
Mx,yeAx#0,y#0=xy #0.

Exemplu. Inelul (Z, +, -) nu are divizori ai lui 0 deoarece
x#0,y#0=>xy +0.

2) Reguli de calcul intr-un inel

1) intr-un inel (A, +,") cu cel putin doud elemente avem: 1 # 0.
2) Pentruorice x € A,avem: x-0=0-x = 0.
3) Pentru orice x,y € A, avem:
(=x)(=y) = xy si
(—0)y = x(=y) = —xy.
4) Pentru orice x,y,z € A avem:
x(y—2z)=xy—xzsi(y —2)x = yx — zx.
5) Intr-un inel (A, +,7) fard divizori ai lui 0, daca x # 0, atunci:
Xy=XZ=>y=2z8iyx =z2x=y =2

b) Probleme rezolvate

1. Aratatica (Z,x,0),undex*y =x+y — 3;x0y = xy — 3x —
—3y + 12 determina o structura algebrica de inel comutativ.

Solutie. a) Aratam ca (Z,*) este grup abelian.
x*y=x+y—-3=y+x—3=yx*x(V)x,y € Z, deci legea *
este comutativa.
(xxy)xz=((x+y—-3)*xz=x+y—3+z—-3=x+y+z—6;
x*(y*xz)=xx(y+z—-3)=x+y+z—-3-3=x+y+z—6.
Atunci (x *y) *z = x * (y * z)(V)x,y,z € Z si deci  este asociati-
va.

Deoarece * este comutativa, determinam elementul neutru e din
egalitatea: x *e=x <= x+e—-3 =x = e =3.

Deoarece * este comutativa, pentru x € Z determindm elementul
simetric x din egalitatea: x *x =e = x+x —3=3 =
©x =-x+6€LZ

Deci (Z,*) este grup abelian.

b) Aratam ca (Z,0) este monoid.
(xoy)oz = (xy—3x—3y+12)oz=(xy —3x -3y + 12)z —



—3(xy—3x—-3y+12)—-3z+12 =+ =xyz—3xy — 3yz —
—3zx +9x + 9y + 9z — 24.

xo(yoz) = xo(yz—3y—3z+12) =x(yz—3y —3z+12) —
—3(yz—3y—-3z+12)—-3x+12=--=xyz—3xy —3yz —
—3zx + 9x + 9y + 9z — 24.

Deci o este asociativa.

Deoarece o este comutativa ( se arata cu usurintd ), determindm
elemental neutru e, astfel incat xoe = x(V)x € Z.

xoe=x = xe—3x—3e+12=xoe(x—-3)=4(x-3) =
S e =4

c) Deoarece o este comutativa, ardtam ca o este distributiva fata de
*, adica:

x0(y * z) = xoy * xoz(V)x,y,z € Z.

xo(yxz) =xo(y+z—-3)=x(y+z—-3)—-3x—-3(y+z-3)+
+12 =xy+xz—6x —3y —3z+ 21.

xoy *x0z = (xy—3x —3y+12) x(xz—3x—3z+12) =
=xy—3x—3y+12+xz—-3x—-3z+12-3 =
=xy+xz—6x—3y—3z+21.

Deci legea o este distributiva fata de legea *

a 0 a
2. Fie multimea A = {(0 0 0) la € Rl. Ardtati ca multimea
a 0 a

A are o structura algebrica de inel fata de adunarea si inmultirea ma-
tricelor. Studiati existenta divizorilor lui zero.
Solutie. a) Aratam ca (A, +) este grup abelian.

a 0 a b 0 b a+b 0 a+b
0 0 O)J+{0 O 0) = < 0 0 0 ) si
a 0 a b 0 b a+b 0 a+b
b 0 b a 0 a a+b 0 a+b
0 0 0o)J+(O0 O 0) = < 0 0 0 ), de unde rezulta
b 0 b a 0 a a+b 0 a+b
ca adunarea matricelor este comutativa.
a 0 a (/b 0 b c 0 ¢ a 0 a
0 0 O +<O 0 0)+<0 0 0)]=<0 0 0>+
a 0 a \b 0 b c 0 c a 0 a



b+c 0 b+c a+b+c 0 a+b+c
+< 0 0 0 >=< 0 0 0 >;
b+c 0 b+c a+b+c 0 a+b+c
a 0 a b 0 b c 0 ¢ a+b 0 a+b
(O 0 O>+<O 0 0) +<0 0 0)=< 0 0 0
a 0 a b 0 b c 0 ¢ a+b 0 a+b
c 0 c a+b+c 0 a+b+c
+ (O 0 O) = ( 0 0 0 >, de unde rezulta ca
c 0 c a+b+c 0 a+b+c
adunarea matricelor este asociativa.

0 0 O
Elementul neutru in raport cu adunarea este matricea <0 0 0).
0 0 O

Q © Q

. ,_,
o0 Q O©Q

a 0 a —a 0 —a
Simetrica matricei (0 0 0) este matricea< 0 0 O )
a 0 a
a 0 a\/b 0 b 2ab 0 2ab
b) (0 0 0)(0 0 0)=<0 0 0>§i
a 0 a/\b 0 b 2ab 0 2ab
b 0 b\/a 0 a 2ab 0 2ab
(0 0 0) 0 0 0) =< 0O 0 ©O ) de unde rezulta ca
b 0 b/ \a 0 a 2ab 0 2ab
a 0 a\[/b 0 b\/c 0 c a 0
(o 0 o) (0 0 o)(o 0 O)HO 0 )
a 0 a/L\b 0 b/ \c 0 c a 0
2bc 0 2bc 4abc 0 4abc
0O 0 O ) = ( 0 0 0 )
2bc 0 2bc 4abc 0 4abc
4abc 0 4abc
O) = ( 0 0 0 ), de unde rezultd ca inmultirea
c 4abc 0 4abc
matricelor este asociativa.

—a 0 -a
inmultirea matricelor este comutativa.
a\ /b 0 b c 0 c 2ab 0 2ab
offo o 0 0 0 0)J=f 0 0 0 )
a’ \b 0 b c 0 ¢ 2ab 0 2ab
c
Deoarece inmultirea este comutativa, determindm elementul

O O OO0 OO

a



e 0 e a
neutru (O 0 O) astfel incat sa avem: <0
e 0 e a

a

0

a

a 0 a 2ae 0 2ae
=(O 0 O>=><0 0 0)=<
a 0 a 2ae 0 2ae )
2
0
1

1

1 _ 0 3
>e= . Elementul neutru este deci 0 0]

1

2 0 2

Se demonstreaza cu usurintd ca inmultirea este distributiva fata

de adunare, adica:
a 0 a
= <0 0 0)
a 0 a

a 0 a b 0 b c 0 ¢
0 0 O) 0 0 0]+ (0 0 0)
a a b 0 b c 0 ¢

0
b 0 b a 0 a\/c 0 c
0 0 o|]+(0 0 OflO0O O O]|(™a,b,c€R.
b 0 b a 0 a/\c 0 c

Inelul nu are divizori ai lui zero deoarece:

diviz

0 a 0 0 O b 0 b 0 0 O
( 0 o)i(o 0 o):aio;(o 0 o)i(o 0 0):
a 0 a 0 0 O b 0 b 0 0 O
0 a b 0 b
0 0)-(0 0 0>=
0 a b 0 b
ab 0 ab 0 0
=(0 0 O)qt(O 0 0>,deoareceab¢0.

ab 0 ab 0 0 O

3. Aratati cd in orice inel comutativ (4,+,7) sunt adevarate
egalitatile:
a) a?—b% = (a—b)(a+b);
b) (a+ b)? = a? + 2ab + b?;
c) (a+b+c)*=a’+b?+c?+2ab + 2ac + 2bc.
Solutie. Inelul fiind comutativavem ab = ba (V)a, b € A.
a) (a—b)(a+b)=aa+ab—ba—bb=a?+ab—
—ab — b? = a® — b>.
b) (a+b)?=(a+b)(a+b)=a’+ab+ba+b?=

S Q

= b # 0. Atunci: ab # 0 §i<

O Q ©Q



a’? +ab + ab + b? = a® + 2ab + b2.

¢) (a+b+c)=(@+b+c)a+b+c)=a*+ab+ac+
+ba + b?> + bc+ca+ch +c? =a*+ab +ac +ab + b* +
+bc + ac + bc + ¢? = a® + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc.

4. Demonstrati ca in inelul Z,sunt adevarate egalitatile:
a) (a+b)> =a+b;
b) (a+b)? =a+ b;
c) (a+hb)*=a+h.

Solutie. a) (a +b)? = (a+ b)(a+b) =aa+ ab + ba + bb =
=a’ + ab + ba + b?.

Din tabla inmultirii si tabla adundrii avem: a? = a,b? = b si
ab + ba = 0. Atuncirezultd (a + b)? = a + b.
b) (a+b)>=(a+b)?(a+b)=(a+b)(a+b)=(a+b)?=
=a+b.
c) (a+hb)*=(@+b)3@+b)=(a+b)a+b)=(a+b)=
=a+b.

5. Demonstrati ca in inelul Z3 sunt adevarate egalitatile:

a) (a+b)? =a?—ab + b?;
b) (a+b)® =a+b.

Solutie. @) (a + b)? = (a+ b)(a+b) =aa+ ab + ba+ bb =
=a’+ab+ba+b* insiab +ba=ab+ab=ab+ab+ab—
—ab = 0 — ab = —ab. Atunci (a + b)? = a® — ab + b>.

b) (a+b)2=(a+b)’(a+b)=(a?—ab+b*)(a+b)=

= a3 + a’b — aba — abb + b?a + b3 = a® + b3 = a + b, deoarece
inmultirea in Z5 este comutativi ( a’h — aba = a®b — aab = 0 si
—abb + b?a = —bab + b?a = —bba + b?’a =0)sia® = a; b® =
=b(02=0;13=1;23=2).

6. Rezolvati in Z, ecuatiile:

a) x?+1=0 b) x3 +x =0.

Solutie. Z, = {6, i}. Vom verifica pe rand daci 0, 1 sunt solutii.
a) 0°+1=0+1=1=0, deci 0 nu este solutie a ecuatiei.
12+1=1+1=0, deci 1 este solutie a ecuatiei.

b) 03+ 0 =0+ 0=0, deci 0 este solutie a ecuatiei.



13+1=1+1=0, deci 1 este solutie a ecuatiei.

7. Rezolvati in Z, ecuatiile:
a) x>’ +x+2=0 b) x> +1=0.
Solutie. Z, = {ﬁ, 1,2, §} Vom verifica pe rand daca 0,1,2,3 sunt
solutii.
a) 0°+0+2=0+2=2=0, deci 0 nu este solutie a ecuatiei.
2 +2 =0, deci 1 este solutie a ecuatiei.
22+2+2=0+0=0, deci 2 este solutie a ecuatiei.
=141 =2 =0, deci 3 nu este solutie a ecuatiei.
b) 03+1=0+1=1 =0, deci 0 nu este solutie a ecuatiei.
+1 =20, deci 1 nu este solutie a ecuatiei.
22°41=0+1=1#0,deci 2 nueste solutie a ecuatiei.
1 = 0, deci 3 este solutie a ecuatiei.

8. Rezolvati in Z, sistemul

2) {i<+2y—} b) {x+y—0
3X+y=1 2X+Yy
Solutie. Tabla inmultirii in Z, este:

-0 1 3

0|0 0 00

110 1 2 3

210 2 0 2

310 3 21

a) Se inmulteste a doua ecuatie cu 2, se adund cu prima si se obtine:
3x+0=1+2=3x=3= x=1. Inlocuind in a doua euatie se
obtne3+y=1=23+14+y=1+1=>y=2.

b) Se inrllu}gegte a doua ecuatie cu 2 sise obtine 2y =2 >y =1
sau y = 3. Inlocuind in prima ecuatie obtinem:

pentruy =1=x+1=0=>x=3.

pentrtuy =3=>x+3=0=>x=1.



c) Probleme propuse spre rezolvare

1. Aratatica (R*,0),unde x *y = x +y + 2; xoy = 2xy +
+4x + 4y + 6 determind o structura algebrica de inel comutativ.
Elementul neutru in raport cu o este egal cu:

5 3 1 1 3
2

2 2 2 2
. 1
2. Aratatica (R*,0),undex xy =x+y — 1;xoy = SXy —
1 1 3 . g C g .
—Sx =Syt determina o structura algebricd de inel comutativ.
Elementul neutru in raport cu o este egal cu:
0 1 2 3 4
3. Fiind data multimea A = {x + yV/5|x,y € Z} , adunarea + si
inmultirea - numerelor reale aratati ca (A, +,-) determind o structura

algebrica de inel.
Elementul neutru in raport cu inmultirea este:

0 1 1++/5 1-+5 2

X
4. Fiind dati multimea A = {[ yj

X,y e Z} , adunarea + si

inmultirea - matricelor, aratati ca (A, +,") determind o structura alge-
brica de inel.
Elementul neutru in raport cu Inmultirea este:

0 0 1 0 01 1 0 1 1
(0 O) (0 O) (O O) (0 1) (0 1)
5. Fiind dat inelul comutativ (A4,+,) si a,b € A expresia
(a — b)(a? + ab + b?) este egali cu:
a—-b a+b a? — b? a’+b* a®-b3
6. Fiind dat inelul comutativ (A4,+,) si a,b € A expresia
a® + 3a’b + 3ab? + b3 este egali cu:
a—-b a+b (a+b)? (a+b)® (a-—Db)3



7. Fiind dat inelul Z5 si a, b € Z, calculati a® + b3 si aratati ci
are valoarea egala cu:

a b a+b a*+b®> a-b>b
8. Rezolvati in Z, ecuatia x3 + x% + x + 1 = 0. Solutiile sunt:
0 1 0sil
9. Rezolvati in Z;5 ecuatia x* + x = 0. Solutiile sunt:

0 1 2 0

~~

i1l 0si2

N

A~ ~

10. Rezolvati in Z, ecuatia x3 + x + 2 = 0. Solutiile sunt:

-~ —~ ~ -~ ~ o~ -~

0 1 2 3 1,25i3
11. Rezolvati in Zg ecuatia x> + x + 2 = 0. Solutiile sunt:
0 1 2 3 14
: =2 o
12. Rezolvati in Z, sistemul i Ty . Solutia lui este:
2x+y =0
0sil 0si2 2si0 1si1 1si2
: 3y=2 L
13. Rezolvati in Z, sistemul x 3y ~ . Solutia lui este:
2x+y =3
0sil 0si2 2si0 3si1 1si3
: =3 _
14. Rezolvati in Z, sistemul i Ty ~ . Ecuatia are un numar
3x+y=3

de solutii egal cu:

x+y+z=2
15. Rezolvati in Z, sistemul { 2x + y + z = 3 . Solutia lui este:
x+2y+z=0

02;3 1,2;0 12,3 103 120



CUPRINS

Enunturi Rezolviari

Elementede algebra .................... 5 141
11 Grupuri ..o 5 141
1.1.1 Lege de compozitie interna (operatie al-
gebricd), tabla operatiei, parte stabila .. ... 5 141
a) Notiuni teoretice si exemple ........ 5
b) Problemerezolvate ............... 8
c) Probleme propuse spre rezolvare .... 14
1.1.2 Grup, exemple de grupuri, grupuri de
matrice, grupuri de permutari, Z,, ........... 17 144
a) Notiuni teoretice si exemple ........ 17
b) Problemerezolvate ............... 17
c) Probleme propuse spre rezolvare .... 23
1.1.3 Morfism si izomorfism de grupuri .. 25 146
a) Notiuni teoretice si exemple ........ 25
b) Problemerezolvate ............... 25
c) Probleme propuse spre rezolvare .... 31
1.2 Inelesicorpuri  ........covvviiinnn.. 33 147
121 Inele ... . 33 147
a) Notiuni teoretice si exemple . ....... 33
b) Problemerezolvate ............... 34
c) Probleme propuse spre rezolvare .... 4o
122 Corpuri oo 42 150
a) Notiuni teoretice si exemple . ....... 42
b) Problemerezolvate ............... 42
c) Probleme propuse spre rezolvare .... 47
1.3 Inele de polinoame cu coeficienti intr-un
corp comutativ (Q, R, C, Z, pprim) ....... 49 153

1.3.1 Forma algebrica a unui polinom, opera-
tii ( adunarea, inmultirea, inmultirea cu un scalar
). Teorema impartirii cu rest; impértirea polinoa-
melor, impartirea cu X — a, schema lui Horner.
Divizibilitatea polinoamelor, teorema lui Bezout,
c.m.m.d.c si c.m.m.m.c a doua olinoame . . .. .. 49 153
a) Notiuni teoretice si exemple ........ 49



b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare . ...
1.3.2 Radacini ale polinoamelor. Relatiile lui
Viete pentru polinoame de grad cel mult4 . . . ..
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare . ...
1.3.3 Rezolvarea ecuatiilor algebrice . . . ...
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare .. ..
1.4 Teste grila de autoevaluare .............
Testull ...
Testul2 ...
Testul3 ...
Testuld ... ..
Elemente de analiza matematica ..........
2.1 Primitive . ....... ... ...
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare .. ..
2.2 Integrala nedefinita ..................
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare ...
2.3 Metoda de integrare prin parti = .........
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare
2.4 Metoda de integrare prin schimbare de varia-
bila .
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare
2.5 Integrarea functiilor rationale .........
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare ...
2.6 Teste grila de autoevaluare .............
Testul 1 ...

156

162

163
163
164
165
166
167
167

168

169

171

172

174
174



Testul2 ... .
Integrala definita  .....................
3.1 Formula lui Leibniz-Newton. Proprietati ale
integralei definite  ............ ... .. ... ..

a) Notiuni teoretice si exemple ........

b) Problemerezolvate ...............

c) Probleme propuse spre rezolvare
3.2 Metode de calcul pentru integrala definita . .

3.2.1 Metoda de integrare prin parti ... ....

a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare .. ..

3.2.2 Metoda de integrare prin schimbarea de

variabild ....... ... .
a) Notiuni teoretice si exemple ........
b) Problemerezolvate ...............
c) Probleme propuse spre rezolvare . ...

3.3 Integrarea functiilor rationale ..........

a) Notiuni teoretice si exemple ........

b) Problemerezolvate ...............

c) Probleme propuse spre rezolvare
3.4 Teste grila de autoevaluare .............

Testull ... .

Testul2 ...
Aplicatii ale integralei definite .............

a) Notiuni teoretice si exemple ........

b) Problemerezolvate ...............

c) Probleme propuse spre rezolvare

118
119

119
119
120
123
125
125
125
125
126

128
128
128
129
131
131
131
133
135
135
136
137
137
137
139

174
175

175

177
177

179

181

183
183
184
185



