1.2.2 Corpuri
a) Notiuni teotetice si exemple

1) Definitia corpului

Un inel (K, +,") se numeste corp daca:
a) 1+ 0;
b) (V)x € K,x # 0 este simetrizabil.

Daca in plus legea de compozitie notata multiplicativ este
comutativa, atunci corpul se numeste comutativ.

Exemple. (Q,+,"), (R, +,"), (C, +,7) sunt corpuri comutative.

Remarca. Corpurile nu au divizori ai lui 0.
Teoremi. Daca n este numar prim, atunci (Z,, +,") este corp.
b) Probleme rezolvate

1. Arataticd (Q,%,0),undex *y =x +y+ 2;x0y = xy + 2x +
+2y + 2 determind o structurd algebrica de corp.

Solutie. a) Aratam mai intai ca (Q,*, o) este inel.

a) Ardtam ca (Q,*) este grup abelian.
x*xy=x+y+2=y+x+2=yx*x (¥V)x,y € Z, deci legea *
este comutativa.
(xxy)xz=x+y+2)*z=x+y+2+z+2=x+y+z+4;
xx(yxz)=x*x(y+z+2)=x+y+z+2+2=x+y+z+4.
Atunci (x *y) *z = x * (y * 2)(V)x, y,z € Z si deci  este asocia-
tiva.

Deoarece * este comutativa, determinam elementul neutru e din

egalitatea: x*re=x = x+e+2=x e = —-2.

Deoarece * este comutativa, pentru x € Z determinam elementul
simetric x din egalitatea: x *x =e = x+x +2=-2
& x =—x—-4€l

Deci (Q,*) este grup abelian.
b) Aratam ca (Z, o) este monoid.
(xoy)oz = (xy+2x+2y+2)oz=(xy+2x+2y+2)z+
+2(xy+2x+2y+2)+2z+2=--=xyz+2xy+2yz +
+2zx + 4x + 4y + 4z + 6.
xo(yoz) =xo(yz+2y+2z+2)=x(yz+2y+2z+2)+
+2(yz+2y+2z+2)+2x+2 = =xyz+ 2xy+2yz+



+2zx +4x +4y +4z + 6.
Deci o este asociativa.
Deoarece 0 este comutativa ( se arata cu usurintd ), determinam
elementul neutru E, astfel incat xoE = x(V)x € Q.
X0OFE =x <= xE+2x+2E+2=xoEx+2)=—x-2) &
= E=-—1.
c) Deoarece o este comutativa, aratam ca o este distributiva fata de
*, adica:
xo(y * z) = xoy * x0z(V)x,y,z € Q.
xo(yxz) =xo(y+z+2)=x(y+z+2)+2x+2(y+z+2)+
+2=xy+xz+4x+2y+ 2z +6.
xoy*x0z=(xy+2x+2y+2)*(xz+2x+2z+2) =
=xy+2x+2y+2+xz+2x+2z+2+2=
=xy+xz+4x+2y+2z+6.

Deci legea o0 este distributiva fata de legea *.

Evident 0 = —2;1 = —1 sievident 1 # 0.

Aratam acum cd (V)x € Q,x # —2 este inversabil, adica exista

x € Qastfel incat xox = -1 xx +2x+2x +2=-1
r r _2 _3
Sx(x+2)=-2x—-3x = =
x+2

2. Fie multimea K = {( 0 0) la € Q} Aratati cd multimea K

are o structura algebrica de corp fata de adunarea si inmultirea
matricelor.
Solutie. a) Aratam cu usurinta ca (K, +) este grup abelian.

(6 )*(0 o)=("5" o)
(b O) + (a O) = (a +D 0), de unde rezulta ca adunarea

0 0 0 0 0 0
matricelor este comutativa.
a 0 b+c 0\ __
(0 0)+( 0 o) ==

(6 o)+ )G o)

(a+b+c
G

)+ (g

o)

I+ o)

“3" 9+ 9)-



_fa+b+c O
= (

0 0
asociativa.

), de unde rezulta ca adunarea matricelor este

Elementul neutru in raport cu adunarea este matricea (8 8)
a 0

Simetrica matricei ( 0 0) este matricea (_Oa 8)
) (5 0o 0)=(F o)¥
(g 8) (8 8) = (aob 8), de unde rezultd ca inmultirea matricelor
este comutativa.
G Il DG =G o (G =% o)
G 06 Il 0=(F oG =% o)
de unde rezulta ca inmultirea matricelor este asociativa.
Deoarece inmultirea este comutativa, determinam elementul

neutru (e 0) astfel incat sa avem: (a 0) (e 0) =

0 0 0 0/\0 O
=(g 8):((106 8)2(3 8)=>ae=a=>e=1.
Elementul neutru este deci ((1) 8)

Se demonstreaza cu usurintd ca inmultirea este distributiva fata
de adunare, adica:

@ Il )*+G =G G 0+E G o

(Ma,b,c € Q.
Evident 0 = (8 8) sil= ((1) g) si atunci evident 0 # 1.
Demonstram acum ca oricare ar fi (J(; 8) #* (8 8) este inver-
sabil, adica exista (Jg 8) astfel incat ()(; g) (96 g) = ((1) 8) =
S = Ooxr m1ox =L (Y 8)=<§ g)

3. Se considerd K = {0,1, a, b} uncorp cu 4 elemente.
Demonstrati relatiile:



a) ab=bha=1
b) a% =
Solutie. Evident a # 0,a # 1,a # b,b # 0,b # 1.
a) Presupunemca ab = 0= a = 0sau b = 0, fals.
Presupunem ab = a = b = 1, fals.
Presupunem ab = b = a = 1, fals.
Rezulta atunci ca ab = 1.
b) Presupunemci a? = 0 = a = 0, fals.
Presupunem ci a®? =1 =a’bh=b=aab=b=>a = b, fals.
Presupunem ci a®> = a = a = 1, fals.
Rezultd atunci cd a® = b.

4. Rezolvati in Z3 ecuatiile:
a) x2+2=0 b) x3+x+2=0.

Solutie. Z; = {@, 1, 2}. Vom verifica pe rand daca 0,1,2 sunt
solutii.
a) 02+2=0+2=2=0, deci 0 nu este solutie a ecuatiei.
12+2=
22 +2 0, deci 2 este solutie a ecuatiei.
b) 03+ 0+ 2 =0+ 2 =2, deci 0 nu este solutie a ecuatiei.
13+1+2=1+0=1, deci 1 nu este solutie a ecuatiei.

~ ~

23 +2+4+2=2+1=0, deci 2 este solutie a ecuatiei.

1+ 2 =0, deci 1 este solutie a ecuatiei.
1+

Il
N) N)
Il

)

5. Rezolvati in Zs ecuatiile:
a) x>’ +x+2=0 b) x*+x+1=0.

Solutie. Zs = {6, 1,2,3, 2}} Vom verifica pe rand daca 0,1, 2, 3,4
sunt solutii.

a) 02+0+2=0+2=2=0, deci 0 nu este solutie a ecuatiei.
124142=2+2=4,deci1nueste solutie a ecuatiei.

224+ 24+2=24+424 =3, deci 2 nueste solutie a ecuatiei.
32+3+2=4+0=4 =+ 0, deci 3 nu este solutie a ecuatiei.

42 +4+2=1+1=2#0, deci 4 nu este solutie a ecuatiei.

Ecuatia nu are solutii in Zg

J

)

)



b) Se procedeazi ca la a) si se obtine solutia 3.

6. Rezolvati in Zg sistemul

2 {Ax+3j= iA ) {?x+§y =A?
2x +4y =2 x+y=3
Solutie. Tabla Inmultirii in Zs este:

- |0 1 2 3 4

00 0 00O

110 1 2 3 2

210 2 413

310 3 14 2

410 4 32 1

a) Se aduna prima ecuatie cu a doua si se tine cont iy + 4y = 0 si
atunci rezulta 3x = 3 = x = 1. Inlocuind pe X cu 1 in prima ecuatie
obtnem1l+y=1=y=0.
b) Se inmulteste a doua ecuatie cu 2 si se obtine sistemul:

2x + §y =2
{Qx +2y=1
Adundm membru cu membru cele doud ecuatii obtinem:
Ix=3>x=2.
Inlocuind pe x cu 2 in a doua ecuatie obtinem: 2 +y = 3 =

=>y=1.



c) Probleme propuse spre rezolvare

1. Aratatica (R,*,0),unde x *y = x +y — 4;x0y = xy —
—4x — 4y + 20 determina o structura algebrica de corp comutativ.
Elementul neutru in raport cu o este egal cu:

1 2 3 4 5

2. Arataticda (R*,0),undex xy = x +y + 4;xoy = xy +
+4x + 4y + 12 determina o structura algebrica de ciorp comutativ.

Elementul simetric al lui x € R, x # —4 in raport cu o este egal
Cu:

X —X —4x —4x—15 x+3

x+4 x+4 x+4 x+4 x+4

3. Fiind dati multimea K = {x + yv/3|x,y € Q}, adunarea + si
inmultirea - numerelor reale aratati ca (K, +,) determina o structura
algebrica de corp comutativ.

Elementul neutru in raport cu inmultirea este:

0 1 1++3 1-+3 2

x 4y
4. Fiind data multimea K = {(Z X > |x,y € Q} , adunarea +
2
si Inmultirea - a matricelor, aratati ca (K, +,") determind o structura
algebrica de corp.
Elementul neutru in raport cu Inmultirea este:

0 0 1 0 0 1 1 0 1 1

(0 0) (0 0) (O O) (0 1) (0 1)
5. Fiind datd multimea K = (0,4o0) si legile de compozitie:
x*y=xy;xoy =x"Y pe K, aritati ci (K 0)  determini o

structurd algebricd de corp comutativ;
Elementul neutru 1n raport cu legea o este:

0 1 2 e 3

6. Se considerd K = {0,1, a, b} un corp cu 4 elemente.
Calculati a® si aritati ci este egala cu:

0 1 a b



7. Se considerda K = {0,1, a, b} uncorp cu 4 elemente.
Calculati a® + a + 1 si aritati ci este egali cu:

0 1 a b
8. Rezolvati in Z; ecuatia x3 + x% + x + 1 = 0. Solutiile sunt:
] 1 0sil 2

9. Rezolvati in Zs ecuatia x° + x = 0. Solutiile sunt:

—~~

3 1 2 2si3 2

10. Rezolvati in Z, ecuatia x> + x? + 2 = 0. Solutiile sunt:
0 1 2 3 12

11. Rezolvati in Z, ecuatia x> + x + 1 = 0. Solutiile sunt:

2
12. Rezolvati in Z3 sistemul {

0sil 0si2 2si0 1si1 1si2
: 3y=0 L
13. Rezolvati in Zs sistemul {x 3y ~ . Solutia lui este:
x+y=3
2si1 0si2 2si0 3sil 1si3
: =14 o
14. Rezolvati in Z, sistemul z Ty - . Solutia lui este:
3x+y=6

0sil 0si2 2si0 3si1 1si3
x+y+z=0
15. Rezolvati in Z5 sistemul { x + y + 2z = 1 . Solutia lui este:

02;3 1,2;0 12,3 11,1 120
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