1.2.3 Morfisme de inele si corpuri
a) Notiuni teoretice si exemple

1. Morfisme de inele

Definitie. Fiind date inelele (A,+,") si (A)x,0) , se numeste
morfism de inele functia f : A — A, care indeplineste proprietitile:
D fx+y)=f)*f(y) (Mx,y €A
2) flx-y)=fx)of(y) (V)x,y €A;

3) f(e)=e¢e, unde e. si e, sunt elementele neutre in raport cu
operatiile multiplicative din cele doua inele.

Definitie. Fiind date inelele (A,+,") si (A)x,0) , se numeste
izomorfism de inele functia f:A — A, care indeplineste
proprietatile:

a) feste morfism de inele.
b) f este bijectiva.

Observatie. Un morfism de inele f: A — A se numeste en-
domorfism al inelului A, iar un izomorfism de inele f: A - A se
numeste automorfism al inelului A.

2. Morfisme si izomorfisme de corpuri

Definitie. Fiind date corpurile (K,+,") si (K’*,0) , se numeste
morfism de corpuri functia f:K — K, care indeplineste
proprietatile:

) fx+y)=f) = f(y) V)x,y €K;

2) fx-y) =f)of(y) Mx,y €K

3) f(e) =e, unde e. si e, sunt elementele neutre in raport cu
operatiile multiplicative din cele doud corpuri.

Definitie. Fiind date corpurile (K,+,") si (K’*,0) , se numeste
izomorfism de corpuri functia f:K — K, care indeplineste
proprietatile:

a) feste morfism de inele.
b) f este bijectiva.



b) Probleme rezolvate

1. a) Arati ci pe multimea A = {x + y7 | x,y € Z} adunarea si

inmultirea determina o structura de inel.
b) Arata ca pe multimea M = {(7xy 2:) |x,y €Z } adunarea si
inmultirea determina o structura de inel.
C) Arata ca inelele de la a) si b) sunt izomorfe.

Solutie. a) Cu usurinta se arata ca (A, +) este grup abelian cu
elementul neutru 0.
Cu usurinta se arata ca (A,) este monoid cu elementul neutru 1.
Cu usurinta se arata cd inmultirea este distributiva fatd de adunare.
b) Se verifica cu usurinta ca (M, +) este grup abelian cu elementul

neutru matricea (8 8)

Cu usurinta se arata ca (A,) este monoid cu elementul neutru 1.
Cu usurinta se arata ca inmultirea este distributiva fatd de adunare.
c) Se stabileste izomorfismul:

f:A - M,f(x+y\/7) = (79; 3:)
Vom demonstra acum ca:
a) f(x1 +yiV7 + 2% + y2V7) = f(ox1 + y1V7) + f (22 + y27)
(Mxy +y1V7, %, + y,V/7 € A.
Avem: f(x1 +y1V7 + x5 + V7)) = f(x1 + %2 + (1 + 32 V7) =
_( X1+ X J’1+)’2>_(x1 Y1)+(x2 3’2)_
701 +y2) xtx) \Tyi ox Ty, X2
= f(xl +y1V7) + f(xz + Yz\ﬁ) (W)x1 4+ y1V7, %, + y,37 € A,
b) f ((xl + y1V7) (2 + Yz\ﬁ)) = f(x1 + J’1\/7)f(x2 + }’2\/7)
(V)x1 + )’1\/7' Xy + yZﬁ € A.
Avem: f ((x1 +y1V7)(x, + yzﬁ)) =
= f(Cerxz + 7y1y2 + (12 + xz}’1)\/7) =
_ ( X1X2 +7y1y2 X1Y2 + XY ) _ (xl 3’1) ( X2 }’2)
T \70Cy, +x0y1)  x1x5 + 7V1Y5 Tyr x1/\7y; X
= (o1 + yiVT)f (32 + ¥2V7) (Dxq + y1V7, %, + yV7 €A,



0 0
)@=, ,) .
Avem: £(0) = £(0+0-v7) = (5 )
d) f este bijectiva.
Avem: f este injectivi deoarece f(x; + y1V7) = f(x, + y,3/7) &
<=>(x1 yl):(xz yz)(:)x =x,8ly; =y, &
7y, Xy 7y, Xy 1 251Y1 = )2
= X1 +y1\/7 = X3 + yZﬁ

T . x ¥ e
f este surjectiva, deoarece pentru orice ( ) € M, exista

o A x7y y '
X + Y7 astfel incat f(X + YV7) = (7y x) =3
X Y x Yy .

(:)(71/ X)=(7y x)(:)szlezy.

2. a) Arata ca pe A = (0, +0) legile de compozitie: x * y = xy si
xoy =x"" determini o structura de corp comutativ.
b) Arata ca intre corpul numerelor reale R si corpul de la punctul a)
exista un izomorfism de forma

fiR->A f(x) =e%,a €R.
Solutie. a) Cu usurinta se aratad ca (A,*) este grup abelian cu

elementul neutru 1.

Cu usurinta se arata ca (A, o) este monoid cu elementul neutru e.

Cu usurinta se arata ca orice x € A este inversabil cu inversul egal cu
1

ehnx |
Cu usurinta se arata ca legea o este distributiva fata de legea * si
atunci rezulta ca (4,*, 0) este corp comutativ.
b) Stim ca (R,+, -) este corp cu elementul neutru fata de adunare 0
si elementul neutru fata de inmultire 1.
Trebuieca: f(1) =e=>e*=e=a=1= f(x) = e*.
Evident f este bijectiva.
flx+y)=e =e*e? = f(x)* f(y) (Mx,y €R.
flxy) = e si f(x)of (y) = e¥oe? = (e1)n®” = (e¥)Y =™ =
= f(xy) = f(x)of (y) (V)x,y €ER.

Deci f(x) = e* este izomorfism de corpuri.



3. Aratati ca pe A=QxQ legile de compozitie:
(a,b)+(a'b)=(a+a' b+b’)
(a,b)-(a',b")=(aa'-bb', ab'+a'b)
determina o structura de inel;
b) Ardtati ¢ pe Qli]= {X +iy| X,y e Q} adunarea si inmultirea
numerelor complexe determina o structurd de inel.
c) Aratati cd inelele de la punctele a) si b) sunt izomorfe.
Solutie. a) Cu usurinta se arata ca (4, +) este grup abelian cu
elementul neutru (0, 0) si simetricul lui (a, b) egal cu (—a, —b).
Cu usurinta se arata ca (A,) este monoid cu elementul neutru (1, 0).
Vom ardta cd inmultirea este distributiva fatd de adunare, sau:
[(a,b) + (a',b)] (c,c)=(a,b) (c,c)+(a,b) (c,c) &
e (a+a,b+b) (c,c) = (ac—bc',ac + bc) +
+(ac—bc,ac +bc)=
& (cla+a)—cbh+b),c(a+a)+ch+Db)=
=(ac—bc +ac—b'c,ac +bc+ac +bc), ceeace este
evident adevarat.
b) Folosind proprietatile numerelor complexe se arata ca pe

Qli]= {X +iy|x, y e Q} adunarea si inmultirea numerelor complexe

determina o structura de inel

c) Definim f:A = Q x Q — Q[i], f(x,y) = x + iy si aratdm ca este
izomorfism de inele.

fle) + G, y0l = flx+x,y+y)=x+x +ily+y) =
—x+1y+x +ly —f(x y)+f(x y).

flCy) - (x y)l = f(xx —yy, xy +xy) =xx —yy +
+l(xy +xy) = x(x’ +Ly)+y(1x —y)—x(x +Ly)+
+y(lx +i y)—x(x +Ly)+ly(x +ly)—(x +Ly)
x+iy)=fl,y) fx,y) Mx,y,x,y €Q

Evident f este bijectiva si atunci f defineste un izomorfism de inele.



c) Probleme propuse spre rezolvare

1. a) Aratati ca pe Z legile de compozitie:
X*kY=X+Y—2;,Xoy=Xy—2X—2Y+6;
determina o structura de inel comutativ;
b) Aratati ca functia f:Z->Z f(x) =x+a,a €R realizeaza
izomorfismul intre inelul (Z, +, -) si inelul de la punctul a) pentru
valoarea lui a egala cu:

0 1 2 3 4

2. a) Aratati ca pe Z legile de compozitie:
X*y=X+Yy+1 Xoy=Xy+X+Y;
determina o structura de inel comutativ;
b) Aratati ca pe Z legile de compozitie:
XOY=X+y-LX®Yy=Xy—X—-y+2,

determina o structura de inel comutativ;

C) Aratati ca intre inelele de la a) si b) existd un izomorfism de forma
f(x) = ax + 2,a € R pentru valoarea lui a egala cu:

0 1 2 3 4

3. a) Aratati cd pe R legile de compozitie:
X*ky=X+Yy—4; Xoy=Xy—4x—4y+20;
determina o structura de corp comutativ;
b) Aratati ca f:R - R, f(x) = x + a,a € R stabileste un izomor-
fism intre corpul numerelor reale si corpul de la a) pentru valoarea lui
a egala cu:

0 1 2 3 4

4. a) Aratati cd pe R legile de compozitie:
X*xY=X+Y+4;, Xoy=Xy+4x+4y+12;
determina o structurad de corp comutativ;
b) Aridtati ca f:R = R, f(x) = ax — 4,a € R stabileste un izomor-
fism intre corpul numerelor reale si corpul de la a) pentru valoarea lui
a egala cu:

0 1 2 3 4
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