2.4 Asimptotele functiilor reale
a) Notiuni teoretice si exemple
1. Asimptote orizontale

Definitie. Dreapta y = a se numeste asimptota orizontala spre
+o0 a functiei f, daca lim f(x) = a.
X —00

Definitie. Dreapta y = a se numeste asimptota orizontala spre
—oo a functiei f,daca lim f(x) = a.
X ——00
. . 1
Exemplu. Fie functia f:R—{0} - R, f(x) = % :

x+1
lier f(x) = 11{{1 — = 1 = y = 1 este asimptota orizontala la
xX—+oo xX—*+oo

ramurile spre +oo.

2. Asimptote verticale

Definitie. Dreapta x = x, se numeste asimptota verticala a
functiei f, daca exista si este infinitad cel putin una din limitele:

Jim f(x) sau lim f(x).

x<xg X>x(
s T ot . C w .
Daca ,}Lr,r}o f(x) = 4o sau ler}gO f(x) ,atunci dreapta
x<xg x<xq
X = Xo se numeste asimptota verticala la stanga.
s T ot . C w .
Daca ,}Lr,r}o f(x) = 4+ sau ler}gO f(x) ,atunci dreapta
X>X( X>Xx(

X = Xo se numeste asimptota verticala la dreapta.

—Daca ambele limite laterale ale functiei f sunt infinite, atunci
dreapta x = x, se numeste asimptota verticala.

. . +4
Exemplu. Fie functia f:R— {1} - R, f(x) = x_l
—
X+4 5
lim f(x) = lim -2 -
S gix-1 0
X+ 5
lim f (x) = lim - —

x—1 x—1 Xx—-1 +0
x>1 x>1



si atunci rezultd cad x = 1 este asimptotd verticald la ramurile spre +o«.
3. Asimptote oblice

Definitie. Dreapta y = mx + n este asimptota oblica spre +o
(‘respectiv —o0) a functiei f daca:

lim|f(x) — mx —n| = O(respectiv lim |f(x) — mx —n| = 0).

X —00 X—>—®©

Teorema. Fie f:D c R - R.
f()

a) Dacid existalim——=m € R si 11m [f(x) —mx]=n€R,

x—-wo X

atunci dreapta y = mx + n este a51mpt0ta oblica a functiei f la
ramura spre +oo.
fx)

b) Daca exista lim — - € Ri 11m [f(x) —mx]=nE€
X—>—00

€ R atunci dreapta y = mx + n este a51mpt0ta oblica a functiei f la
ramura spre —oo.

x24+x—-1
Exemplu. Fie functia f:R—{1} > R, f(x) = —
x* 4 x-1
E— 2
f(x _ X" +x-1
m= tim O i XL gy XX
X—to  y X—>to0 X X—>to  xT _x
. . x2+x—1
n= lim [f(x)—mx]: lim [—x}:
X—>+o0 X—>to0 X—1
. x2+x—1—x2+x o 2x-1
= lim ——— = lim =
X—>to0 X -1 Xt y 1

Atunci dreapta y = x + 2 reprezinta asimptota oblica a functiei f
la ramurile spre +oo.

Observatie. Daca graficul unei functii admite asimptotd orizon-

tald la 400 sau la —oo, atunci nu mai poate admite asimptota oblica la
ramura spre +oo sau —oo,



hm flx) = hm

b) Probleme rezolvate

1. Determinati asimptota orizontala a functiei:

x24x+1
fiR->R f(x)= s
Solutie. Calculam:
x> +x+1

———————=1>= vy =1 este asimptota ori —
o X2 4 2 Y p

zontala la ramurlle spre oo,

2. Determinati asimptotele verticale ale functiei:

fiR-Rf() =22
Solutie. Calculam:
1 1 x+1 3
— -2 -
im f(x) =Ilim m = .
x<2 x<2
x+1 3
hm f(x) =lim = 400

2 x—2 40

x>2 x>2

Deci functia f are asimptota verticala x = 2 spre +oo.

3. Determinati asimptotele oblice ale functiei:

f R—>Rf(x)—x +x+1
Solutie. Calculam:
f o x*+x+1 ox*+x+1
m= lim —= lim —— = lim =

x>t x  x-teo xX(x—1)  xoie xZ2—x

n=lim [f()—mx] = lim [f() —ma] =

_ [P+ x+1
2x+1
lim =2

x-t0 x — 1
Rezulta ca asimptota verticala la ramurile spre +oo este y = x + 2.

4. Determinati parametrii reali a, b astfel incat graficul functiei



ax?+bx+1
fR={D>Rf0) =" —

Solutie. Se impune:

O f oax®+bx+1
lim——=2=>lim——————=2=a=2,
X=X x—o  x(x + 2)

2x2+bx+1
lim [f(x) — 2x] = lim 12 x|=1,

sa admita asimptota y = 2x + 1.

lim -
xX—00 X+ 2 X+ 2
>b—4=1=>pb=5.



c) Probleme propuse spre rezolvare
1. Asimptota orizontala la oo a graficului functiei f: R — R,
2x+1 .
fx) = —— este:
y=0 y=1 y=2 y=3 y=4
2. Asimptota orizontald la +oo a graficului functiei f:R — R,
x+1 .
flx) = ln; este:
y=0 y=1 y=2 y=3 y=4
3. Asimptota verticald la +oo a graficului functiei f:R — R,
flx) = xT_l este:
x=0 x=1 x =2 x=3 x=4

4. Asimptota verticald la +oo a graficului functiei f:R — R,

2x+1 .
flx) = — este:

x=0 x=1 x=2 x=3 x=4

5. Asimptota oblica la +oo a graficului functiei f:R — R,
f (x) _ x—1

2_
z este:
x+1
y=x-—2 y=x—-1 y=x y=x+1 y=x+2
6. Asimptota oblica la +oo a graficului functiei f: R — R,

x24x+1 .
fx) = — este:

y=x y=x+1 y=x+2 y=x+3 y=x+4

7. Determinati toate asimptotele graficului functiei f: R — R,

f(x) _ x+1

x2+x+2"
0 1 2 3 4 5

Numarul lor este egal cu:

8. Determinati toate asimptotele graficului functiei f: R — R,

24+3x+1
X

. Numadrul lor este egal cu:

0 1 2 3 4 5



2.5 Teste grila de autoevaluare
Testul 1

m Se acorda 1p din oficiu
(1) Aratatica 5 este majorant pentru multimea:

(=00,7) [6, +0) (6, +00) (—o0,1] [—1,9]
x2—3x+2

(1) 2. Valoarea limitei la dreapta: lim —————— este:
9;:% x+1

0 1 2 3 4

(1) 3. Asimptota orizontala la +oo a graficului functiei f:R = R,

2x+3 .
flx) = — este:

y=0 y=1 y=2 y=3 y=4

2x2—

(1) 4. Valoarea limitei: lim este:

X —00 2x24+x+3
1 2 3 4 400

x+In x

(1) 5. Valoarea limitei: lim este:

x—oo X—In X

1 2 3 4 +o0

(1) 6. Valoarea limitei: limei—z este:

X—00 €

1 2 3 4 +o0

2_
(1) 7. Valoarea limitei: lim X1 este:
-1 x4-1
o I 2 2
2 3
(1) 8. Valoarea limitei: lirra Hsmﬁ—_com este:
X—
0 1 2 3 4
4_
(1) 9. Valoarea limitei: lim x -1 este:
x—-1 x3-1

0 1

W e



Testul 2
m Se acorda 1p din oficiu

(1) 1. Se considera multimea A = (1,9]. Calculati multimea majo-
rantilor si aratati cd este egala cu:

3x—1, x <2,

(1) 2. Valaorea limitei functiei f:R - R, f(x) = {x +3 x> D

punctul 2 este: 3 4 5 6 7
(1) 3. Determinati toate asimptotele graficului functiei f:R = R,
2
(x) = it Numarul lor este egal cu:
x—1
0 1 2 3 4 5
2_
(1) 4. Valoarea limitei: lim xz 2 ote:
x—2 x“—5x+6
-2 -1 0 1 2
3
(1) 5. Valoarea limitei: lirréw este:
X

0 1 2 3 4

In (1+4sin 2x)

(1) 6. Valoarea limitei: lim >
X

x—0

este:

0 1 2 3 4

2
(1) 7. Valoarea limitei: lim "% este:

x—o00 X—Inx
1 2 3 4 +o0

e2* 4x

(1) 8. Valoarea limitei: lim este:

xX—o0 e —X
1 2 3 4 +o0

e e . . 2
(1) 9. Valoarea limitei: lim ———— este:
x—00 2x°+x+3

0 1 2 3 +o0



Testul 3
m Se acorda 1p din oficiu

(1) 1. Aratati cd multimea A = [0, +00) are un minorant, calculati
inf A =min A si valoarea lor este egala cu:
0 1 2 3 4

(1) 2. Valoarea limitei la dreapta 2% (¥ =2)(x=3) e
x>1

0 1 2 3 4

(1) 3. Determinati toate asimptotele graficului functiei f: R = R,

f(x) _ x+1

x2=3x+2
0 1 2 3 4 5

Vx+7—V2x+5 o5

. Numarul lor este egal cu:

(1) 4. Valoarea limitei: lirr% te:
x— -
0 _1 1 _1 2
2 4 6
o9 23
(1) 5. Valoarea limitei: lm(l) %este:
xX—
0 1 1 1 2
2 4 6
3 2_
(1) 6. Valoarea limitei: lim 2% egte:
x—>—00 X4+x+3
1 2 3 4 —oo
T 3+1
(1) 7. Valoarea limitei: lim x5+ este:
x——1 x°+1
1 2 3
R R -
o B\ F T
(1) 8. Valoarea limitei: ,}H?o (x3+1) este:
1 e e? el et
x2—2x

(1) 9. Valoarea limitei: lim este:

x—-0 x3—x

-2 -1 0 1 2



Testul 4
m Se acorda 1p din oficiu

(1) 1. Aratati cd multimea A = (—o0, 6] are un majorant, calculati
sup A = max A si valoarea lor este egala cu:

2 3 4 5 6

(1). Valoarea limitei la dreapta a functiei f:R - R, f(x) =
_ { x—1, x<3

2x—1, x>3 in punctul 3 este:

1 2 3 4 5
(1) 3. Asimptota oblica la too a graficului functiei f:R — R,

x3+x+1
f(x) T x24x+1

y=Xx y=x—1 y=x+2 y=x+3 y=x+4

este:

2x
(1) 4. Valoarea limitei: lim &= este:

x—00 €

1 2 3 4 +o0

IR v gy o .
(1) 5. Valoarea limitei: lm(l) %este:
X
o 1 1 3
2 4 4
2.6
(1) 6. Valoarea limitei: lim 20500 oqpe.

x—-0 x-sin x

0 1 2 3 4

(1) 7. Valoarea limitei: lim — este:
x—>—00 X“+x+3
1 2 3 4 —o0
.o . In?
(1) 8. Valoarea limitei: lim - Zx este:
x—=2 X

-2 -1 0 1 2

T 2_2x+1
(1) 9. Valoarea limitei: lim 55—
x—>1 x“—5x+4

-2 -1 0 1 2

este:




Testul 5
m Se acorda 1p din oficiu

(1) 1. Se considera multimile:
a) (0,2) b) (1,4 a) (2,+») a) (-»,0) a)[1,3)
Dintre acestea, vecinatati ale lui 3 sunt:
una doui trei patru cinci

(1) 2. Valoarea limitei la stanga  lim (x*+x+1)-e* este:
x<0

0 1 2 3 4

(1) 3. Determinati toate asimptotele graficului functiei f:R = R,

x*+3x+1
f(x) - xz_l .

0 1 2 3 4 5

Numarul lor este egal cu:

(1) 4. Valoarea limitei: lim 520
+

x—o00 x> +In x

0 1 2 3 4

este:

X4y

(1) 5. Valoarea limitei: lim =

X—>—0o0 €7 —X

-1 0 2 3 4

este:

1
(1) 6. Valoarea limitei: lirré(l + sin 3x)x este:
X—

1 e e? el et
(1) 7. Valoarea limitei: }cil% (cos 4x)% este:

1 e e? el et
(1) 8. Valoarea limitei: lim_ iz x: este:

1 2 3 4 +o0

(1) 9. Valoarea limitei: li

m 2
x—>—00 X4+x—2

0 1 2 3 4

este:
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