1.4.3 Studiul compatibilitatii si rezolvarea sistemelor.
Proprietatea Kronecker-Capelli. Proprietatea Rouche.
a) Notiuni teoretice si exemple
1. Rangul unei matrice

Definitie. Fiind datd matricea A€ M,,,(C),m,n € N* si
r € N*,r < min(m, n), numim minor de ordinul r,determinantul de
ordin r care se formeaza cu elementele matricii A situate la intersectia
ar linii si r coloane.

Definitie. Matricea A € M,,, ,,(C),m,n € N* are rangul r daca
are un minor de ordin r diferit de O si toti minorii de ordin mai mare
decat r (daca existd) sunt egali cu 0.

Proprietate. Fie matricea 4 € M,, ,,(C),m,n € N*,A # 0, , si
r € N*. Rangul matricei A este egal cu r daca si numai daca exista un
minor de ordinul r al matricei A, diferit de 0, iar toti minorii de
ordinul r 4+ 1, daca exista sa fie egali cu 0.

Proprietate. Fie A,B € M,, ,(C), m,n € N*. Atunci:

rang(AB) < rang(A) - rang(B).
1 1 11
Exemplu. Fie A= (2 3 2 3). Notam r = rang(4).
1 3 1 3
Evident r < min{3,4} = 3.

Consideram minorul |; ;| =1 # 0. Calculam acum:

1 11

Ai=12 3 2| =0, deoarece coloanele 1 si 3 sunt egale.
1 3 1
1 1 1

A,=12 3 3] =0, deoarece coloanele 2 si 3 sunt egale.
1 3 3

Conform proprietatii de mai sus rangul matricei A este 2.

2. Sisteme de ecuatii liniare

Definitie. Se considera sistemul de ecuatii liniare AX = B, si
rang(A) = r. Orice minor de ordinul r al matricei A, diferit de 0 se
numeste minor principal.

Necunoscutele sistemului care corespund minorului principal se
numesc necunoscute principale, celelalte se numesc necunoscute



secundare.
Ecuatiile sistemului care corespund minorului principal se
numesc ecuatii principale, celelalte se numesc ecuatii secundare.
x+y+z=6
Exemplu. Se considera sistemul: { dx+y+z=1.
x+2y+2=10

Fie minorul A= |41L 1| =1-4=-3+0si

1 1 1 1 1 1
A3=14 1 1|=(4 1 1|=0, deoarece coloanele 2 si 3 sunt
1 2 2 1 2 2

identice. Atunci rangul sistemului este egal cu 2.
Minorul principal este deci |411 1|

Necunoscutele principale sunt: x si y, necunoscuta secundara z.

Ecuatii principale sunt primele doud, ecuatie secundara este
ecuatia a treia.

Definitie. Un sistem de ecuatii liniare AX = B, este
incompatibil daca nu are nici o solutie.

Definitie. Un sistem de ecuatii liniare AX =B, este
compatibil daca are cel putin o solutie. Daca sistemul are o solutie se
numeste compatibil determinat, iar daca are mai multe solutii se
numeste compatibil nedeterminat.

Definitie. Fiind dat un sistem de ecuatii liniare AX = B,
matricea formata din elementele matricei A in ordinea normald si ca
ultimd coloand, coloana termenilor liberi se numeste matricea extinsa
a matricei A si se noteazi cu A.

Definitie. Numim minor caracteristic orice minor de ordin
r + 1 obtinut prin bordarea unui minor principal cu elementele
corespunzatoare ale coloanei termenilor liberi si cu cele ale uneia
dintre liniile ramase.

x+y+z=3
Exemplu. Fiind dat sistemul: {2x —y +2z =4, cosiderim
xX+y+2z=5

minorul principal de ordin 2: B _11| = -3+ 0.



Atunci exista un singur minor caracteristic de ordin 2 + 1 = 3 si

1 1 3
anume (2 -1 4{.
1 1 5

Teorema Kronecker-Capelli. Un sistem de ecuatii liniare
AX = B este compatibil daci si numai daci rang(4) = rang(4).
xX—y+z=2
Exemplu. Consideram sistemul: { 2x+y+z=7.
3x—y+2z=7

1 -1 1 ~ 1 -1 1 2
A=(2 1 1]stA=|2 1 1 7).
3 -1 2 3 -1 2 7

det(d) = —1 = rang(4) = 3=rang(A) =3 si atunci sistemul
este compatibil.

Teorema lui Rouche. Un sistem de ecuatii liniare AX = B este
compatibil daca si numai daca toti minorii caracteristici sunt egali cu

0.

Algoritm de rezolvare a unui sistem de m ecuatii liniare cu n
necunoscute
a) Se calculeaza rangul sistemului r.
b) Daca r = m, atunci sistemul este compatibil
- Daca r = n, atunci sistemul este compatibil determinat
- Daca r < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat
¢) Dacar < m, avem:
- Daca toti minorii caracteristici sunt nuli atunci sistemul
este compatibil
-Daca r = n, atunci sistemul este compatibil determinat
-Daca r < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat
-Daca cel putin unul dintre minorii caracteristici este diferit
de 0, atunci sistemul este incompatibil.

Sisteme omogene de m ecuatii liniare cu n necunoscute

1. Orice sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute este
compatibil, avand ca solutie solutia banala sau solutia 0

2. Un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute are si alte solutii
in afara de solutia banala sau solutia 0 daca r < m.



b) Probleme rezolvate

x+ty=2
1. Aratati ca sistemul {x + 2y = 3 este compatibil determinat:
2x+y =3

a) folosind teorema lui Kronecker-Capelli.
b) folosind teorema lui Rouche.

1 1
Solutie. a) Fie A = (1 2) matricea sistemului si matricea
2 1

1 1 2
extinsd A = (1 2 3). Considerim  determinantul principal

2 1 3
Aprinc.= |1 %| =2—-1=1+#0 siatunci r(4) = 2.
I TR O B
det@ =1 2 3/=|1 1 1|=|_, _|=0 de unde
2 13 2 -1 -1

rezultd ci r(4) = 2. Atunci r(4) = r(4) = 2 si conform teoremei
lui Kronecker-Capelli sistemul este compatibil.

b) Avem Ay = H % =2—-—1=1+0. Existd un singur
1 1 2 1 0 0
determinant caracteristic: A, 3=(1 2 3|=[1 1 1|=
2 1 3 2 -1 -1

= |_11 _11| = 0 si conform teoremei lui Rouche sistemul este

compatibil.

2. Determinati valoarea parametrului a € R astfel incat sistemul
{ax +y=4

x+y=3 sa fie compatibil.

Solutie. Avem:m =n =2.4= (¢ 1)=a=|" 1|=a—1.

Sistemul este compatibildacam =r=>r=2=a—-1#0=
>a+1.

3. Determinati valoarea parametrului a € R astfel incat sistemul
{ax -y =2

X+y=3 sa fie incompatibil.



Solutie. Avem: m =n =2. 4 = (¢ _11) o= |1 _11| _

1
=a+1.
Sistemul este incompatibildacir <m=>r<2=a+1=
=0>a=-1

ax+y+z=4
4. Studiati compatibilitatea sistemului { x+y+z=3,a€R
x+2y+z=4
a 1 1
Solutie. Fie A = (1 1 1) matricea sistemului.
1 2 1
a 1 1 a 1 1
Calculimdet(4d) =1 1 1|=|1—a 0 0| =
1 2 1 1—a 1 O
1—a O
_|1—a 1|—1—a.

Dacadet (A) =1—a # 0< a # 1, atunci r = 3 si avem:
r=m=n=3 si deci sistemul este compatibil determinat si se
rezolva prin regula lui Cramer.

Dacadet(d) =1—a =0<a =1, atunci r < 3. Alegem
A= H é| = 1 # 0 ca determinant principal si atunci 7 = 2.

Avem r < m = 3 si calculam minorul caracteristic( exista numai

1 1 4 1 0 O 0 -1
unul) si anume: A ;=1 1 3|=([1 0 —1f= |1 0 |: 1+
1 2 4 1 1 0
# 0 si atunci sistemul este incompatibil.
x+2y=5
5. Studiati compatibilitatea sistemului { ax+y=7 ,
x+(@a+1)y=12
a € R
1 2
Solutie. Fie A = (a 1 ) matricea sistemului. Avem:
1 a+1

m = 3,n = 2. Alegem determinantul principal A,= |i i| =1-2a



1 . . .
a) Daca 1—2a¢0<:>a¢5 avem: r =2 sl atuncli r <m si

1 2 5 1 0 0
calculam A, 3= |a 1 7= 1—2a 7-5al=

1 a+1 12 1 a-1 7
_|1=2a 7-5a|_ _ o _ — =
=T |=701-20) = (a— D(7 - 5a) = =
= 5a% — 26a + 14.

13499

Ar3=0=>5a*—26a+14=0=>ay, = —T‘/_

9 . L.
- Dacd a = —— sistemul este compatibil.

13+4/99 .

- Dacaa # £99 atunci A, 37 0 si sistemul este incompatibil.

1 . .
b) Dacail—2a=0<a = 2 sistemul devine:
x+2y=5

1 x+2y=>5
xty=7 @{x+2y=14.
x+%y=12 2x + 3y =24

Alegem determinantul principal A,= B g =3—-4=-1+0

siatunci r = 2. Avem: r < m si calculam determinantul caracteristic

1 2 5
Apgr1=1[1 2 14[=--=9#0 s1 atunci sistemul este
| 2 3 24
incompatibil.

ax+y+z=1
6. Studiati compatibilitatea sistemului {x +ay+z=1a€R.

x+y+z=3
a 1 1
Solutie. Fie A=<1 a 1) matricea sistemului. Avem:
1 1 1
a 1 1
m = 3,n = 3. Atunci calculam determinantul: A= |1 a 1| =:-=
1 1 1




=(a— 1%

a) Daci (a—1)?#0=a#*1=>r=3=7r=m=n si sistemul
este compatibil deteminat si se rezolva cu regula lui Cramer.

b) Daci (a — 1)? = 0 & a = 1, atunci matricea sistemului devine:

1 1 1
A= (1 1 1). Toti minorii de ordin 2 ai matricei A sunt egali cu
1 1 1
H 1| = 0. Atunci singurul minor principal este [1|=1+#0 si
rangul matricei A este r = 1. Calculdm minorii caracteristici 2 si 3.
1 1 1 1

Acar,2=|1 1|=0; Acar,3=|1 3|=3_1=2¢0
Deoarece un determinant caracteristic este diferit de 0, rezultd ca
sistemul este incompatibil.

x+(@a—-1y+z=0
7. Studiati compatibilitatea sistemului { x+2y+az=0 |,

2x+y+z=0
a €R.
1 a—1 1 1 a—1 1
Solutie. FieA=<1 2 a) siA= |1 2 al ==
2 1 1 2 1 1
= 2a? — 4a.

a) Dacd 2a®> —4a#0=>r=3=m=n si sistemul are numai
solutia banala, adica: x =0,y = 0,z = 0.
b) Daci2a’—4a=0=>a=0saua = 2.

1 -1 1
- Dacaia=0=>A= (1 2 0). Se alege determinantul principal
2 1 1
A=|1 _21| —2-(-1)=3.Aemr=2<m=3.
1 -1 0
Agr3=|1 2 0[=0 si atunci sistemul este compatibil
2 1 0

nedeterminat. Se noteazd z = k si se determina din primele 2 ecuatii
x si y in functie de k.
- Daca a = 2 se procedeazd analog.



c) Probleme propuse spre rezolvare

1. Valoarea lui a € R astfel incat sistemul {ax ty _= 2 sa fie
x+y=2
compatibil nedeterminat este:
1 2 3 4 5
. N X—y=2
2. Valoarea lui a € R astfel incat sistemul __ sa fie
ax —3y =6
compatibil nedeterminat este:
1 2 3 4 5
. . =3
3. Fie valoarea lui a € R astfel incat sistemul { Xty sa
ax+2y=5

fie compatibil determinat. Conditia pe care trebuie sa o verifice a
este:

a+ -1 a+ -2 a+0 a+1 a+2

x+y=3

ax+2y=5Saﬁe

4. Valoarea lui a € R astfel incat sistemul {
incompatibil este:
1 2 3 4 5

5. Fie wvaloarea Ilui a €R astfel incat sistemul
x+2y+3z=6
{ax +y+4z=12
trebuie sa o verifice a este:

sa fie compatibil nedeterminat. Conditia pe care

a+-—1 a> -2 a<o acR a<?
x+2y=7
6. Valoarea lui a € R astfel incat sistemul{ 2x+y=5,a€R
2x+ay =11

sa fie compatibil este:
1 2 3 4 5
X+y+z=6

7. Studiati compatibilitatea sistemului: { 2x+y+z=7,a€R
x+2y+az=8



Valoarea lui a astfel incat sistemul sa fie incompatibil este:
1 2 3 4 5

ax+y+z=4
8. Studiati compatibilitatea sistemului: { x+y+z=3,a€R.
x+2y+z=4

Valoarea lui a astfel incat sistemul sa fie incompatibil este:
1 2 3 4 5

2x+y+z=4
9. Studiati compatibilitatea sistemului: {Zx +ay+z=4,a€R.
x+y+2z=2

Valoarea lui a astfel incat sistemul sa fie compatibil nedeterminat
este:

1 2 3 4 5

2x—y—z=4
10. Studiati compatibilitatea sistemului: {ax +4y—2z =11,
ax —2y+4z=11
a € R.
Valoarea lui a astfel incat sistemul sa fie incompatibil este:

1 2 3 4 5
11. Valoarea lui a € R astfel incat sistemul:

ax+y+z=0
{x+y+z=0,aER
x+2y+z=0

sa aiba si alte solutii in afara de solutia banala ( 0 ) este:
1 2 3 4 5
ax+y+z=0
12. Fie a € R astfel incat sistemul: {x +ay+z=0,a€eR
x+y+z=0
sa aiba numai solutia banald ( 0 ). Conditia pe care trebuie sa o
verifice a este:

a+ -1 a+ —2 a+0 a+1 a+?2
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