
1.4.3  Studiul compatibilității și rezolvarea sistemelor. 

Proprietatea Kronecker-Capelli. Proprietatea Rouche. 

a)  Noțiuni teoretice și exemple 

1.  Rangul unei matrice 

Definiție.  Fiind  dată  matricea  𝐴 ∈ 𝑀𝑚,𝑛 𝐂 , 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐍∗ și 

𝑟 ∈ 𝐍∗, 𝑟 ≤ min 𝑚, 𝑛 , numim minor de ordinul r,determinantul de 

ordin r care se formează cu elementele matricii A situate la intersecția 

a r linii și r coloane. 

Definiție.  Matricea 𝐴 ∈ 𝑀𝑚,𝑛 𝐂 , 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐍∗ are rangul r dacă  

are un minor de ordin r diferit de 0 și toți minorii de ordin mai mare 

decât r (dacă există) sunt egali cu 0. 

Proprietate. Fie matricea 𝐴 ∈ 𝑀𝑚,𝑛 𝐂 , 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐍∗, 𝐴 ≠ 0𝑚,𝑛  și 

𝑟 ∈ 𝐍∗. Rangul matricei A este egal cu r dacă și numai dacă există un 

minor de ordinul r al matricei A, diferit de 0, iar toți minorii de 

ordinul 𝑟 + 1, dacă există să fie egali cu 0. 

Proprietate.  Fie 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚,𝑛 𝐂 , 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐍∗. Atunci: 

rang 𝐴𝐵 ≤ rang 𝐴 ∙ rang 𝐵 . 

Exemplu. Fie 𝐴 =  
1 1 1
2 3 2
1 3 1

    
1
3
3
 . Notăm 𝑟 = rang 𝐴 .  

Evident 𝑟 ≤ min 3, 4 = 3. 

Considerăm minorul  
1 1
2 3

 = 1 ≠ 0. Calculăm acum: 

∆1=  
1 1 1
2 3 2
1 3 1

 = 0, deoarece coloanele 1 și 3 sunt egale. 

∆2=  
1 1 1
2 3 3
1 3 3

 = 0, deoarece coloanele 2 și 3 sunt egale. 

Conform proprietății de mai sus rangul matricei A este 2. 

2.  Sisteme de ecuații liniare 

Definiție. Se consideră sistemul de ecuații liniare 𝐴𝑋 = 𝐵 , și 

rang 𝐴 = 𝑟. Orice minor de ordinul r al matricei A, diferit de 0 se 

numește minor principal.  

Necunoscutele sistemului care corespund minorului principal se 

numesc necunoscute principale, celelalte se numesc necunoscute  



secundare.  

Ecuațiile sistemului care corespund minorului principal se 

numesc ecuații principale, celelalte se numesc ecuații secundare.  

Exemplu.  Se consideră sistemul:  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
4𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
𝑥 + 2𝑦 + 2 = 10

 . 

Fie minorul ∆=  
1 1
4 1

 = 1 − 4 = −3 ≠ 0 și  

∆3=  
1 1 1
4 1 1
1 2 2

 =  
1 1 1
4 1 1
1 2 2

 = 0, deoarece coloanele 2 și 3 sunt 

identice. Atunci rangul sistemului este egal cu  2. 

Minorul principal este deci  
1 1
4 1

 . 

Necunoscutele principale sunt: 𝑥 și 𝑦, necunoscută secundară 𝑧. 

Ecuații principale sunt primele două, ecuație secundară este 

ecuația a treia. 

Definiție.  Un  sistem  de  ecuații  liniare  𝐴𝑋 = 𝐵 ,  este 

incompatibil dacă nu are nici o soluție. 

Definiție.  Un  sistem  de  ecuații  liniare  𝐴𝑋 = 𝐵 ,   este 

compatibil dacă are cel puțin o soluție. Dacă sistemul are o soluție se 

numește compatibil determinat, iar dacă are mai multe soluții se 

numește compatibil nedeterminat. 

Definiție. Fiind  dat  un  sistem  de  ecuații  liniare 𝐴𝑋 = 𝐵 ,    
matricea formată din elementele matricei A în ordinea normală și ca 

ultimă coloană, coloana termenilor liberi se numește matricea extinsă 

a matricei A și se notează cu 𝐴 . 
Definiție. Numim minor caracteristic orice minor de ordin 

𝑟 + 1 obținut prin bordarea unui minor principal cu elementele 

corespunzătoare ale coloanei termenilor liberi și cu cele ale uneia 

dintre liniile rămase.  

Exemplu.  Fiind dat sistemul:  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 4
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 5

 , cosiderăm 

minorul principal de ordin 2:  
1 1
2 −1

 = −3 ≠ 0.  



Atunci există un singur minor caracteristic de ordin 2 + 1 = 3 și 

anume  
1 1 3
2 −1 4
1 1 5

 . 

Teorema Kronecker-Capelli. Un sistem de ecuații liniare 

𝐴𝑋 = 𝐵 este compatibil dacă și numai dacă rang 𝐴 = rang 𝐴  .  

Exemplu. Considerăm sistemul:  

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 2
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 7

3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 7
.    

𝐴 =  
1 −1 1
2 1 1
3 −1 2

  și 𝐴 =  
1 −1 1
2 1 1
3 −1 2

    
2
7
7
 .  

det 𝐴 = −1   rang 𝐴 = 3  rang A  = 3  și atunci sistemul 

este compatibil. 

Teorema lui Rouche.  Un sistem de ecuații liniare 𝐴𝑋 = 𝐵 este 

compatibil dacă și numai dacă toți minorii caracteristici sunt egali cu 

0. 

Algoritm de rezolvare a unui sistem de m ecuații liniare cu n 

necunoscute 

a)  Se calculează rangul sistemului r. 

b)  Dacă 𝑟 = 𝑚, atunci sistemul este compatibil 

- Dacă 𝑟 = 𝑛, atunci sistemul este compatibil determinat 

- Dacă 𝑟 < 𝑛, atunci sistemul este compatibil nedeterminat 

c)  Dacă 𝑟 < 𝑚, avem: 

- Dacă toți minorii caracteristici sunt nuli atunci sistemul 

este compatibil 

-Dacă 𝑟 = 𝑛, atunci sistemul este compatibil determinat 

-Dacă 𝑟 < 𝑛, atunci sistemul este compatibil nedeterminat 

-Dacă cel puțin unul dintre minorii caracteristici este diferit  

de 0, atunci sistemul este incompatibil. 

Sisteme omogene de m ecuații liniare cu n necunoscute 

1.  Orice sistem liniar de m ecuații cu n necunoscute este 

compatibil, având ca soluție soluția banală sau soluția 0 

2.  Un sistem liniar de m ecuații cu n necunoscute are și alte soluții 

în afară de soluția banală sau soluția 0 dacă 𝑟 < 𝑚. 



b)  Probleme rezolvate 

1.  Arătați că sistemul  

𝑥 + 𝑦 = 2
𝑥 + 2𝑦 = 3
2𝑥 + 𝑦 = 3

  este compatibil determinat: 

a)  folosind teorema lui Kronecker-Capelli. 

b)  folosind teorema lui Rouche. 

Soluție. a)  Fie 𝐴 =  
1 1
1 2
2 1

  matricea sistemului și matricea 

extinsă 𝐴 =  
1 1 2
1 2 3
2 1 3

 . Considerăm determinantul principal 

∆princ .=  
1 1
1 2

 = 2 − 1 = 1 ≠ 0 și atunci 𝑟 𝐴 = 2. 

det 𝐴  =  
1 1 2
1 2 3
2 1 3

 =  
1 0 0
1 1 1
2 −1 −1

 =  
1 1

−1 −1
 = 0, de unde 

rezultă că 𝑟 𝐴  = 2. Atunci 𝑟 𝐴 = 𝑟 𝐴  = 2 și conform teoremei 

lui Kronecker-Capelli sistemul este compatibil. 

b)  Avem ∆princ .=  
1 1
1 2

 = 2 − 1 = 1 ≠ 0. Există un singur 

determinant caracteristic: ∆car ,3=  
1 1 2
1 2 3
2 1 3

 =  
1 0 0
1 1 1
2 −1 −1

 = 

=  
1 1

−1 −1
 = 0 și conform teoremei lui Rouche sistemul este 

compatibil. 

2.  Determinați valoarea parametrului 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul 

 
𝑎𝑥 + 𝑦 = 4
𝑥 + 𝑦 = 3

  să fie compatibil. 

Soluție. Avem: 𝑚 = 𝑛 = 2. 𝐴 =  
𝑎 1
1 1

 ⇒ ∆=  
𝑎 1
1 1

 = 𝑎 − 1. 

Sistemul este compatibil dacă 𝑚 = 𝑟 ⇒ 𝑟 = 2 ⇒ 𝑎 − 1 ≠ 0 ⇒ 

⇒ 𝑎 ≠ 1. 

3.  Determinați valoarea parametrului 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul 

 
𝑎𝑥 − 𝑦 = 2
𝑥 + 𝑦 = 3

  să fie incompatibil. 



Soluție. Avem: 𝑚 = 𝑛 = 2. 𝐴 =  
𝑎 −1
1 1

 ⇒ ∆=  
𝑎 −1
1 1

 = 

= 𝑎 + 1. 

Sistemul este incompatibil dacă 𝑟 < 𝑚 ⇒ 𝑟 < 2 ⇒ 𝑎 + 1 = 

= 0 ⇒ 𝑎 = −1. 

4.  Studiați compatibilitatea sistemului  

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4

,  𝑎 ∈ 𝐑.   

Soluție.  Fie 𝐴 =  
𝑎 1 1
1 1 1
1 2 1

  matricea sistemului. 

Calculăm det 𝐴 =  
𝑎 1 1
1 1 1
1 2 1

 =  
𝑎 1 1

1 − 𝑎 0 0
1 − 𝑎 1 0

 = 

=  
1 − 𝑎 0
1 − 𝑎 1

 = 1 − 𝑎. 

Dacă det  𝐴 = 1 − 𝑎 ≠ 0  𝑎 ≠ 1, atunci 𝑟 = 3 și avem: 

𝑟 = 𝑚 = 𝑛 = 3 și deci sistemul este compatibil determinat și se 

rezolvă prin regula lui Cramer. 

Dacă det 𝐴 = 1 − 𝑎 = 0  𝑎 = 1, atunci 𝑟 < 3. Alegem 

∆=  
1 1
1 2

 = 1 ≠ 0 ca determinant principal și atunci  𝑟 = 2. 

Avem 𝑟 < 𝑚 = 3 și calculăm minorul caracteristic( există numai  

unul) și anume: ∆car,1=  
1 1 4
1 1 3
1 2 4

 =  
1 0 0
1 0 −1
1 1 0

 =  
0 −1
1 0

 = 1 ≠

≠ 0 și atunci sistemul este incompatibil. 

5.  Studiați compatibilitatea sistemului  

𝑥 + 2𝑦 = 5
𝑎𝑥 + 𝑦 = 7

𝑥 + (𝑎 + 1)𝑦 = 12
,  

𝑎 ∈ 𝐑.   

Soluție.  Fie 𝐴 =  
1 2
𝑎 1
1 𝑎 + 1

  matricea sistemului. Avem: 

𝑚 = 3, 𝑛 = 2. Alegem determinantul principal ∆𝑝=  
1 2
𝑎 1

 = 1 − 2𝑎 



a)  Dacă 1 − 2𝑎 ≠ 0 ⟺ 𝑎 ≠ 
1

2
  avem: 𝑟 = 2 și atunci 𝑟 < 𝑚 și 

calculăm ∆car ,3=  
1 2 5
𝑎 1 7
1 𝑎 + 1 12

 =  
1 0 0
𝑎 1 − 2𝑎 7 − 5𝑎
1 𝑎 − 1 7

 = 

=  1 − 2𝑎 7 − 5𝑎
𝑎 − 1 7

 = 7 1 − 2𝑎 −  𝑎 − 1  7 − 5𝑎 = ⋯ = 

= 5𝑎2 − 26𝑎 + 14. 

∆car ,3= 0 ⇒ 5𝑎2 − 26𝑎 + 14 = 0 ⇒ 𝑎1,2 = 
13± 99

5
. 

-  Dacă 𝑎 = 
13± 99

5
 sistemul este compatibil. 

-  Dacă 𝑎 ≠ 
13± 99

5
 atunci ∆car ,3≠ 0 și sistemul este incompatibil. 

b)  Dacă 1 − 2𝑎 = 0 ⟺ 𝑎 = 
1

2
  sistemul devine: 

 

𝑥 + 2𝑦 = 5
1

2
𝑥 + 𝑦 = 7

𝑥 +
3

2
𝑦 = 12

⟺  
𝑥 + 2𝑦 = 5
𝑥 + 2𝑦 = 14

2𝑥 + 3𝑦 = 24

  . 

Alegem determinantul principal ∆𝑝=  
1 2
2 3

 = 3 − 4 = −1 ≠ 0 

și atunci 𝑟 = 2. Avem: 𝑟 < 𝑚 și calculăm determinantul caracteristic 

∆𝑐𝑎𝑟 ,1=  
1 2 5
1 2 14
2 3 24

 = ⋯ = 9 ≠ 0 și atunci sistemul este 

incompatibil. 

6.  Studiați compatibilitatea sistemului  

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 = 1
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3

,  𝑎 ∈ 𝐑.   

Soluție.  Fie 𝐴 =  
𝑎 1 1
1 𝑎 1
1 1 1

  matricea sistemului. Avem: 

𝑚 = 3, 𝑛 = 3. Atunci calculăm determinantul: ∆=  
𝑎 1 1
1 𝑎 1
1 1 1

 = ⋯ = 



= (𝑎 − 1)2. 

a)  Dacă (𝑎 − 1)2 ≠ 0 ⟺ 𝑎 ≠ 1 ⇒ 𝑟 = 3 ⇒ 𝑟 = 𝑚 = 𝑛 și sistemul 

este compatibil deteminat și se rezolvă cu regula lui Cramer. 

b)  Dacă (𝑎 − 1)2 = 0 ⟺ 𝑎 = 1, atunci matricea sistemului devine: 

𝐴 =  
1 1 1
1 1 1
1 1 1

 . Toți minorii de ordin 2 ai matricei A sunt egali cu 

 
1 1
1 1

 = 0. Atunci singurul minor principal este  1 = 1 ≠ 0 și 

rangul matricei A este 𝑟 = 1. Calculăm minorii caracteristici 2 și 3. 

∆𝑐𝑎𝑟 ,2=  
1 1
1 1

 = 0; ∆𝑐𝑎𝑟 ,3=  
1 1
1 3

 = 3 − 1 = 2 ≠ 0. 

Deoarece un determinant caracteristic este diferit de 0, rezultă că 

sistemul este incompatibil. 

7.  Studiați compatibilitatea sistemului  
𝑥 + (𝑎 − 1)𝑦 + 𝑧 = 0

𝑥 + 2𝑦 + 𝑎𝑧 = 0
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

,  

𝑎 ∈ 𝐑.   

Soluție.  Fie 𝐴 =  
1 𝑎 − 1 1
1 2 𝑎
2 1 1

  și ∆=  
1 𝑎 − 1 1
1 2 𝑎
2 1 1

 = ⋯ = 

= 2𝑎2 − 4𝑎. 

a)  Dacă 2𝑎2 − 4𝑎 ≠ 0 ⇒ 𝑟 = 3 = 𝑚 = 𝑛 și sistemul are numai 

soluția banală, adică: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0. 

b)  Dacă 2𝑎2 − 4𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 sau 𝑎 = 2. 

-  Dacă 𝑎 = 0 ⇒ 𝐴 =  
1 −1 1
1 2 0
2 1 1

 . Se alege determinantul principal 

∆=  
1 −1
1 2

 = 2 −  −1 = 3. Avem 𝑟 = 2 < 𝑚 = 3. 

∆𝑐𝑎𝑟 ,3=  
1 −1 0
1 2 0
2 1 0

 = 0 și atunci sistemul este compatibil 

nedeterminat. Se notează 𝑧 = 𝑘 și se determină din primele 2 ecuații 

𝑥 și 𝑦 în funcție de 𝑘. 
-  Dacă 𝑎 = 2 se procedează analog. 

 



c)  Probleme propuse spre rezolvare 

1.  Valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul  
𝑎𝑥 + 𝑦 = 2
𝑥 + 𝑦 = 2

  să fie 

compatibil nedeterminat este: 

1          2          3          4          5 

2.  Valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul  
𝑥 − 𝑦 = 2

𝑎𝑥 − 3𝑦 = 6
  să fie 

compatibil nedeterminat este: 

1          2          3          4          5 

3.  Fie valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul  
𝑥 + 𝑦 = 3

𝑎𝑥 + 2𝑦 = 5
  să 

fie compatibil determinat. Condiția pe care trebuie să o verifice a 

este: 

𝒂 ≠ −𝟏          𝒂 ≠ −𝟐          𝒂 ≠ 𝟎          𝒂 ≠ 𝟏          𝒂 ≠ 𝟐 

4.  Valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul  
𝑥 + 𝑦 = 3

𝑎𝑥 + 2𝑦 = 5
  să fie 

incompatibil este: 

1          2          3          4          5 

5.  Fie valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul 

 
𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6
𝑎𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 = 12

  să fie compatibil nedeterminat. Condiția pe care 

trebuie să o verifice a este: 

𝒂 ≠ −𝟏          𝒂 > −2          𝒂 < 0          𝒂 ∈ 𝐑          𝒂 < 2 

6.  Valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul  

𝑥 + 2𝑦 = 7
2𝑥 + 𝑦 = 5

2𝑥 + 𝑎𝑦 = 11
,  𝑎 ∈ 𝐑 

să fie compatibil este: 

1          2          3          4          5 

7. Studiați compatibilitatea sistemului:  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 7
𝑥 + 2𝑦 + 𝑎𝑧 = 8

,  𝑎 ∈ 𝐑. 



Valoarea lui a astfel încât sistemul să fie incompatibil este: 

1          2          3          4          5 

8. Studiați compatibilitatea sistemului:  

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4

,  𝑎 ∈ 𝐑. 

Valoarea lui a astfel încât sistemul să fie incompatibil este: 

1          2          3          4          5 

9. Studiați compatibilitatea sistemului:  

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4
2𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 = 4
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2

,  𝑎 ∈ 𝐑. 

Valoarea lui a astfel încât sistemul să fie compatibil nedeterminat 

este: 

1          2          3          4          5 

10. Studiați compatibilitatea sistemului:  

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 4
𝑎𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 = 11
𝑎𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 11

,  

𝑎 ∈ 𝐑. 
Valoarea lui a astfel încât sistemul să fie incompatibil este: 

1          2          3          4          5 

11.  Valoarea lui 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul: 

 

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0

,  𝑎 ∈ 𝐑 

să aibă și alte soluții în afară de soluția banală ( 0 ) este: 

1          2          3          4          5 

12.  Fie 𝑎 ∈ 𝐑 astfel încât sistemul:  

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

,  𝑎 ∈ 𝐑 

să aibă numai soluția banală ( 0 ).  Condiția pe care trebuie să o 

verifice a este: 

𝒂 ≠ −𝟏          𝒂 ≠ −𝟐          𝒂 ≠ 𝟎          𝒂 ≠ 𝟏          𝒂 ≠ 𝟐 
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